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(1) Determinare l’integrale generale della seguente equazione differenziale:
y′′ + 4y = sin(2x) + 3x+ 2 .
(2) Calcolare
lim
x→0
cos
(
4x+ 3x2
)− e16x2
cos(4 + 3x) (log (1 + 4x− 3x2)− 4x) .
(3) Trovare i valori di γ in R∗+ per cui converge l’integrale generalizzato∫ +∞
0
(4x− arctan(4x))3
xγ
dx .
(4) Sia f la funzione definita da
f(x) = exp
( | x2 − 4 | +14x
x− 2
)
.
Determinare:
1. il dominio naturale di esistenza di f ;
2. l’insieme dei punti in cui f e` derivabile;
3. gli intervalli in cui f e` monotona strettamente decrescente.
(5) Calcolare l’integrale ∫ √6
√
3/2
(
2x3 − 3x) e−2x2 dx .
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(6) Sia h la funzione definita da
h(x) =
∫ x
0
e−t
2
dt− x
3
.
Dopo aver determinato il dominio naturale d’esistenza della funzione h , il candidato risponda alle
seguenti domande, motivando adeguatamente le risposte.
1. Stabilire (se esistono) proprieta` di simmetria della funzione h (per esempio, e` pari, e` dispari?);
2. determinare in quali intervalli h e` crescente e in quali e` decrescente;
3. calcolare i limiti lim
x→−∞h(x) e limx→+∞h(x) ;
4. determinare quante soluzioni ha l’ equazione in R h(x) = 0 .
Soluzioni.
1. L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata e`
s2 + 4 = 0 ,
che non ha soluzioni in R . Le soluzioni complesse sono ±2i e quindi l’integrale generale
dell’omogenea associata e`
{x 7→ c1 cos(2x) + c2 sin(2x)|c1, c2 ∈ R} .
Cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea
y′′ + 4y = sin(2x) (1)
nella forma w1(x) = x(A cos(2x) +B sin(2x)) , dove A,B ∈ R sono costanti da determinarsi,
perche´ tutte le combinazioni lineari di cos(2x) e di sin(2x) sono soluzioni dell’omogenea
associata. Si ha:
w′1(x) = A cos(2x) +B sin(2x) + x(−2A sin(2x) + 2B cos(2x)) ,
w′′2 (x) = x(−4A cos(2x)− 4B sin(2x))− 4A sin(2x) + 4B cos(2x) .
Allora,
(L2 (w1)) (x) = −4A sin(2x) + 4B cos(2x) .
Ne consegue che w1 e` soluzione dell’equazione (1) se, e solo se, −4A = 1 , 4B = 0 , cioe`
A = −1/4 , B = 0 . Quindi una soluzione dell’equazione (1) e` w1(x) = (−1/4) x cos(2x) .
Cerchiamo ora una soluzione dell’equazione non omogenea
y′′ + 4y = 3x+ 2 (2)
nella forma w2(x) = Dx+E , dove D,E ∈ R sono costanti da determinarsi. Poiche´ w′2(x) =
D , w′′2 (x) = 0 , risulta
(L2 (w2)) (x) = 4Dx+ 4E .
Ne consegue che w2 e` soluzione dell’equazione (2) se, e solo se, 4D = 3 , 4E = 2 , cioe`
D = 3/4 , E = 1/2 . Allora, l’integrale generale dell’equazione assegnata e`{
x 7→ c1 cos(2x) + c2 sin(2x)− 14 x cos(2x) +
3
4
x+
1
2
|c1, c2 ∈ R
}
.
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2. La funzione al numeratore e` continua in R e si annulla in 0 ; la funzione al denominatore e`
continua in un intorno di 0 e anch’essa vale 0 in 0 ; inoltre, cos(4 + 3x) −−−→
x→0
cos 4 ∈ R∗− ;
pertanto, cos(4 + 3x) ∼ cos 4 , per x→ 0 .
Poiche´, per la formula di Taylor, si ha log z = z− 1− (1/2)(z− 1)2+ o ((z − 1)2) , per z → 1 ,
si ha, per x→ 0 :
log
(
1 + 4x− 3x2)− 4x = 4x− 3x2 − 1
2
(
4x− 3x2)2 + o((4x− 3x2)2)− 4x =
= −3x2 − 8x2 + 12x3 − 9
2
x4 + o
(
x2
)
= −11x2 + o (x2) .
Quindi, il denominatore e` equivalente a −11 cos 4 x2 , per x→ 0 .
Poiche´, per la formula di Taylor,
cos y = 1− 1
2
y2 + o
(
y3
)
, ey = 1 + y + o(y) , per y → 0 ,
il numeratore e` uguale, per x→ 0 , a
1− 1
2
(
4x+ 3x2
)2
+ o
((
4x+ 3x2
)3)− 1− 16x2 + o (16x2) =
= −8x2 − 12x3 − 9
2
x4 − 16x2 + o (x2) ∼ −24 x2 ;
pertanto, la funzione in esame e` equivalente, per x → 0 , a (−24 x2) / (−11 cos 4 x2) =
24/(11 cos 4) . Quindi il limite richiesto e` 24/(11 cos 4) .
3. Poiche´ la funzione integranda e` continua in R∗+ , bisogna esaminare la convergenza dell’in-
tegrale sia vicino a 0 , sia vicino a +∞ . Osserviamo che la funzione integranda e` positiva
in R∗+ .
Poiche´ arctan y = y − 1/3 y3 + o (y4) , per y → 0 , il numeratore e` uguale, per x→ 0 , a
(
4x− 4x+ 64
3
x3 + o
(
(4x)4
))3
∼
(
64
3
x3
)3
=
49
27
x9 .
Ne consegue che la funzione integranda e` equivalente, per x → 0+ , a (49/27)(1/xγ−9) . Per
il criterio del confronto, l’integrale generalizzato converge vicino a 0 se, e solo se, γ − 9 < 1 ,
cioe` γ < 10 .
Esaminiamo ora il comportamento vicino a +∞ . Poiche´ arctan(4x) −−−−−→
x→+∞ pi/2 , la funzione
integranda e` equivalente, per x → +∞ , a 1/xγ−3 ; per il criterio del confronto, la funzione
integranda converge se, e solo se, γ − 3 > 1 , cioe` γ > 4 .
Possiamo dunque concludere che l’integrale in esame converge se, e solo se, 4 < γ < 10 .
4. (a) Poiche´ la funzione esponenziale e` definita in tutto R , il quoziente all’interno dell’espo-
nenziale ha il numeratore ovunque definito e il denominatore ovunque definito e nullo solo
per x = 2 , ne consegue che il dominio naturale della funzione in esame e` R \ {2} .
(b) La funzione esponenziale e` derivabile in R , il denominatore e` ovunque derivabile, mentre
il numeratore e` la somma di una funzione ovunque derivabile e di un’altra che e` derivabile
in tutti i punti in cui non si annulla l’argomento del valore assoluto, cioe` in R \ {−2, 2} .
Ne consegue, per i Teoremi sulla derivata di una composizione e sull’algebra delle derivate,
che la funzione in esame e` derivabile in R \ {−2, 2} .
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Esaminiamo la derivabilita` nel punto −2 ; poiche´ f e` continua in −2 , possiamo cercare di
studiarne la derivabilita` in −2 , utilizzando il Teorema sul limite della funzione derivata.
Calcoliamo allora la derivata; si ha, ∀x ∈ R \ {−2, 2} :
f ′(x) = f(x)
(
2x sgn
(
x2 − 4)+ 14)(x− 2)− ∣∣x2 − 4∣∣− 14x
(x− 2)2 =
=
f(x)
(x− 2)2
(
sgn
(
x2 − 4) (2x2 − 4x− x2 + 4)−28) = f(x)(sgn (x2 − 4)− 28
(x− 2)2
)
.
Si ha:
lim
x→−2−
f ′(x) = −3
4
e7 , lim
x→−2+
f ′(x) = −11
4
e7 .
Pertanto, non esiste il limite della funzione derivata. Questo non consente di asserire
direttamente che f non e` derivabile in −2 , ma possiamo comunque applicare lo stesso
teorema a f
∣∣
[−2,2[ , ottenendo che tale restrizione e` derivabile in −2 con derivata uguale
a −(11/4) e7 e a f ∣∣
]−∞,−2] , ottenendo che anche questa restrizione e` derivabile in −2
con derivata uguale a −(3/4) e7 . Questo prova che esistono i limiti destro e sinistro del
rapporto incrementale di f in −2 e che sono diversi; pertanto non esiste il limite del
rapporto incrementale di f in −2 e quindi f non e` derivabile in tale punto.
(c) Per studiare la monotonia di f , utilizziamo l’espressione della funzione derivata, gia`
ottenuta. Tenendo presente che ∀x ∈ R \ {−2, 2} , si ha f(x) > 0 e −28/(x− 2)2 < 0 ,
possiamo concludere immediatamente che f ′(x) < 0 , ∀x ∈]− 2, 2[ . Se |x| > 2 , risultera`
f ′(x) > 0 se, e solo se,
1− 28
(x− 2)2 > 0 ⇐⇒ (x− 2)
2 > 28
cioe`, se e solo se, |x − 2| > 2
√
7 . Tenendo presente che 2 −
√
7 < −2 < 2 < 2 +
√
7
e che f e` continua in −2 , per il Test di monotonia stretta possiamo affermare che f
e` strettamente decrescente in [2 −
√
7,−2] , in [−2, 2[ e in ]2, 2 +
√
7] . Applicando la
definizione, ne consegue che f e` strettamente decrescente in [2−
√
7, 2[ e in ]2, 2+
√
7] .
5. Per calcolare questo integrale, effettuiamo il cambiamento di variabile y = g(x) = 2x2 , da cui
segue g′(x) = 4x . L’integrale in esame diventa allora:
1
4
∫ √6
√
3
2
(4x)
(
2x2 − 3) e−2x2 dx = 1
4
∫ 12
3
(y − 3)e−y dy .
Integrando ora per parti, l’integrale diventa uguale a
1
4
[−(y − 3)e−y]12
3
+
1
4
∫ 12
3
e−y dy = −9
4
e−12 +
1
4
[−e−y]12
3
=
1
4
e−3 − 5
2
e−12 .
6. La funzione x 7→ − x/3 e` naturalmente definita in R , poiche´ e` polinomiale. La funzione
integranda e` una funzione continua in R e quindi localmente integrabile; ne consegue che
anche la funzione integrale e` naturalmente definita in R . Pertanto, il dominio naturale di h
e` R .
(a) La funzione x 7→ − x/3 e` dispari; verifichiamo se anche h e` dispari. Si ha, ∀x ∈ R :
h(−x) =
∫ −x
0
e−t
2
dt+
x
3
.
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Effettuando il cambiamento di variabile y = −t , otteniamo:
h(−x) = −
∫ x
0
e−y
2
dy +
x
3
= −h(x) .
Questo prova che h e` dispari.
(b) Per il secondo teorema fondamentale del calcolo integrale, h e` derivabile e si ha, ∀x ∈ R :
h′(x) = e−x
2 − 1/3 . Pertanto, h′(x) > 0 se, e solo se,
e−x
2
> 1/3 ⇐⇒ −x2 > − log 3 ⇐⇒ x2 < log 3 ⇐⇒ |x| <
√
log 3 .
Allora, per il Test di monotonia stretta, h e` strettamente decrescente in ]−∞,−
√
log 3]
e in [
√
log 3,+∞[ , mentre e` strettamente crescente in [−
√
log 3,
√
log 3] .
(c) Osserviamo che i limiti cercati esistono, perche´ la funzione h e` decrescente sia in un
intorno di −∞ , sia in un intorno di +∞ . Rileviamo poi che l’integrale generalizzato∫ +∞
0
e−t
2
dt e` convergente; e` infatti sufficiente osservare che risulta 0 < e−t
2 ≤ e−t ,
∀t ≥ 1 , e che l’integrale generalizzato
∫ +∞
0
e−t dt e` convergente con un calcolo diretto;
allora, il Criterio del confronto assicura che anche l’integrale in esame converge. Poiche´
la funzione integrale e` dispari, esiste anche lim
x→−∞
∫ x
0
e−t
2
dt ∈ R . Allora, per il teorema
sul limite della somma,
lim
x→−∞h(x) = +∞ , limx→+∞h(x) = −∞ .
(d) E` evidente che h(0) = 0 . Per le proprieta` di monotonia stabilite nel precedente punto 2.,
sara` h(−
√
log 3) < h(0) < h(
√
log 3) . Quindi h(−
√
log 3) < 0 e h(
√
log 3) > 0 . Per
la stretta decrescenza di h in ] −∞,−
√
log 3] , l’equazione h(x) = 0 puo` avere al piu`
una soluzione in questo intervallo; d’altra parte, poiche´ h e` continua, per il Teorema
dei valori intermedi l’immagine della restrizione di h a questo intervallo e` un intervallo
che contiene sia valori positivi (perche´ h(x) → +∞ , per x → −∞ ) sia valori negativi
(perche´ tale e` h(−
√
log 3) ). Allora l’equazione in esame ha esattamente 1 soluzione
in questo intervallo. Poiche´ h e` dispari, l’equazione ha anche esattamente 1 soluzione
nell’intervallo [
√
log 3,+∞[ . Poiche´ h e` strettamente cresecente in [−
√
log 3,
√
log 3] ,
l’equazione non puo` avere piu` di una soluzione in questo intervallo; ma in questo intervallo
cade 0 in cui h si annulla. Ne consegue che h si annulla esattamente in 3 punti.
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